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Das Skript der niitzlichen Herleitungen

Ein Kompendium fiir Studenten der Ingenieurwissenschaften.

Zusammenfassung—Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur
sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At
vero eos et accusam et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita
kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor
sit amet. Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing
elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut labore et
dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos
et accusam et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd
gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

Index Terms—Mathematik, Maschinenbau, Elektrotechnik,
Regelungstechnik, Modellbildung, Simulation

MATHEMATIK

A. Integrale verstehen und losen

1) Einfiihrung: In diesem Abschnitt behandeln wir den
Umgang mit Integralen.
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Abb. 1: Fliche A

In (Abb.1) wird in einem kartesischen Koordinatensystem eine
Fliche vom Koordinatenursprung (0,0) zum Punkt (z1,y;)
aufgespannt. Die Multiplikation der Seitenldngen fithrt zum
Flacheninhalt

A =1 - Tg.

Wie wiirde man nun vorgehen, wenn man den Fldcheninhalt
mittels Integralrechnung bestimmen wollte? Dazu miisste man
im ersten Schritt ein infinitisimales Flachenelement definieren
und dieses anschlieBend iiber den die Grenzen der Fldache
integrieren. Die gesamte Fldche besteht also aus ganz vielen
kleinen Einzelflichen. Das schreibt man so
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Gleichung (1) besagt, dass die Gesamtfliche A dem Integral
des Flichenelementes iiber die Grenzen der Fldche entspricht.
Um diese Gleichung 16sen zu kénnen muss das Flidchenele-
ment definiert werden. Da es sich um eine rechteckige Fliche
handelt ist das ziemlich einfach. Fiir das Flichenelement gilt

dA =dz - dy. (2
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Abb. 2: Flichenelement d A

Setzt man nun (2) in (1) ein, so erhilt man
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Aus (3) wird direkt ersichtlich, dass iiber zwei Grenzen
integriert werden muss, namlich tiber die Grenzen von dz und
dy. Wir erweitern (3) zu

A :H dz - dy, 4)

tragen anschlieend die Grenzen auf und erhalten

T Y1
A:/ dx-/ dy. 5)
0 0

Da dz und dy unabhingig voneinander sind, spielt die In-
tegrationsreihenfolge in (5) keine Rolle. Man erhilt die zu
erwartende Losung

A=[zlg" - [ylg' =211

In obigem Beispiel haben wir Mithilfe der Integralrechnung
einen Flicheninhalt bestimmt. Es lassen sich aber noch viele
andere Dinge damit berechnen wie wir in den folgenden
Aufgaben sehen werden.

2) Wegintegral: Bestimmung einer Linge
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(A2 =[f (z2) — f (z1)]* + [w2 — 21]?
Ty =21 + Ax

[Al? =[f (w1 + Az) = f (21)] + [Aa]®

Ich wollte den Dingen auf den Grund gehen. Seitdem bin ich unterwegs.
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Abb. 3: Beliebige glatte Funktion f ()
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f e+ Ax) — f (21)
Az
Der Ausdruck in (8) entspricht grade der Steigung einer
Geraden, sog. Sekante durch die Punkte f (x1) und f(z2).
Wihlt man nun Az — 0, so erhidlt man die Ableitung der
Funktion f (z), welche der Tangete im Punkt x; entspricht.
Aus (8) folgt bei Betrachtung an einer beliebigen Stelle x

o S AN —f @) df @)
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Az—0 Ax dx ©)
Setzt man (9) in (7) ein, folgt unter Beriicksichtigung von
lim ﬁ — ﬂ
A—0 Az dx
die Gleichung
2
% = {d];g)} +1 (10)

Stellt man (10) nach d/ um, erhilt man fiir das Linienelement
schlieflich

- () =
7 m%’ (15)

5 ff (16)

G (o) a0 E o
% =0, fiir R = const. (18)
wim %f (19)

i (;;?Eff) WR (20)
|7 = v =wh 1)
(e
‘ < =wr (23)

7 :m‘ 3;7 — R (24)

II. MODELLBILDUNG UND SIMULATION
A. Elektrisches Netzwerk

R1 L1 . . L2 R2

d 2
dl = f(ac)} +1 dz. (11)
dz
I. TECHNISCHE MECHANIK
A. Die Zentrifugalkraft Abb. 4: Elektrisches Netzwerk
Der Maschensatz liefert die nachfolgenden Gleichungen:
R=(" 12
=y (12) Ue =Ug, +Up, + Uy, (25)
IR = R= a2 +y? (13) Ur, = Up, + Ug, + Uc, (26)
Ich wollte den Dingen auf den Grund gehen. Seitdem bin ich unterwegs. 2/ 4
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Uc, = U, 27
Aus dem Knotensatz ergibt sich
i1 —ta—i3=0
und
ig —ic, = 0.

Die Beschreibung der passiven Elemente R;, L; und C; erfolgt
durch die nachfolgenden Gleichungen:

Ugr, = R1 i1, Ur, = Ra - 02

Im néchsten Schritt wird (29) nach der Zeit abgeleitet.

U = C1R15U, + C1L1sl7 o + Uy + Lyis + Ryis  (32)
Setzt man nun (30) und (31) in (32) ein erhélt man
Ue = C1R19U, + C1 L1l a + U,
R1
LS (Rgcan + LoCh U, + U, ) 33)

73 (3201(7a t LoChifa + Ua)

die Beziehung zwischen dem Eingangssignal U, und U, in
Form einer gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten. Gleichung (33) ldsst sich umformen zu

Ry
. Uy = Uy—
d ~dig
+ U, {1 + — (R1R2Cy + Ll)}
b (34)
dig dic .. C
ULz =Ly E =1L, dtl + U, |:ClR12 + f; (RlLQ + Rng):|
LiL
dUc, +Uaq {01 (L12 + z 2)} .
1c, = Cl . T 3
Setzt man nun (26) in (25) erhilt man Fiihrt man nun die Abkurzungen
R’
Ue=Ur, + Ur, + U, + Ug, + Ug,. (28) Qo =T 01i= 1+ — L (R1R2C1 + L)
Unter Beriicksichtigung von (27) und der obigen Zusammen-
hinge fiir R;, L; und C; folgt aus (28) zunichst &
g i g fi ) as = C1Rio + — Is (RiLa+ RoLy)
U, = R121+L1d +L2d + Rois + U,
: 1L
und anschliefend n N as = Cy (ng n 232)
— Q3
Ue = ia(Fa + Ro) + (L1 + Lo) 3 dt ot I dt + s, ein, folgt aus (34)
Ersetzt man nun den Strom iy durch die Ausgangsspannung U, = aoU, + ayU, + asl, + asi’s. (35)
U,, gelangt man zu
Ue = C1R12Uq + C1L12U, + Uy + Luis + Riiy  (29)
mit den Beziehungen
. avu, - d?U,
U, : T U, : a2
. diz - deg
lg 1= ——, i3 1= —
A T dt
Ri3 := (R1 + R3), L1z := (L1 + Lo).
Der Zusammenhang
Ur, = RyC1U, + LyC1U, 4+ U, = Lis
fithrt zu den Ausdrijcken
is = — (RQO1 Ua+ LaCila+ U, (30)
3
und
i3 = f <R201Ua + LoChUa + Ua) . 3D
3
Ich wollte den Dingen auf den Grund gehen. Seitdem bin ich unterwegs. 3/ 4
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